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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist, einen klaren Beweis des Hilbert’schen
Irreduzibilitdtssatzes zu verfassen. Um dies zu erreichen, wird auf den Line-
arfaktorsatz sowie den Satz von Puiseux zuriickgegriffen. Beide lassen sich
ebenfalls kurz und versténdlich beweisen. Als Zusatz folgt noch der Beweis
des Galoisgruppensatzes mit dem Hilbert’schen Irreduzibilitdtssatz.



"Ein auffilliger Zug aller Mathematik, der den Zugang zu ihr den Laien so sehr
erschwert, ist der reichliche Gebrauch von Symbolen.” — Hermann Weyl

”Immer mit den einfachsten Beispielen anfangen.” — David Hilbert
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Einleitung

Diese Arbeit hat ihren Ursprung in einem Seminar iiber den Hilbert’schen Irreduzi-
bilitatssatz im Wintersemester 1998/99 bei Prof. Dr. D. Masser.

Definition

Ein nicht-konstantes Polynom F(z) € k[x] heisst irreduzibel tiber k,
falls aus F(z) = G(z) - H(z) und G(z), H(x) € k[z| folgt, dass entweder
Grad G = 0 oder Grad H = 0 ist.

Inhalt

Zuerst wird in Kapitel 1 der, im Seminar so benannte, Linearfaktorsatz bewiesen.

Linearfaktorsatz
Sei F(x,t) € Z[z,t], normiert beziiglich x und sei F(x,t) = 0 ohne
Losung = € Q(t).

Dann gibt es unendlich viele 7 € Z, so dass F(x,7) = 0 keine Losung
r € Q hat.

Dieser Satz entspricht in etwa dem Lemma 1 im Buch von Schinzel ([9], S. 180). Der
Beweis folgt, abgesehen von einigen Fehlerkorrekturen, im Wesentlichen Schinzels
Beweis ([9], S. 174-191). Lediglich das Lemma von Schwarz wurde von der Notation
her vereinfacht und auf eine klarere Art bewiesen.

In Kapitel 2 folgt dann der Beweis des Hilbert’schen Irreduzibilitidtssatzes mit Hilfe
der Linearfaktorsatzes.

Hilbert’scher Irreduzibilitiatssatz
Sei F(x,t) € Q[x,t] iiber Q(¢) als Polynom in x irreduzibel.

Dann existieren unendlich viele 7 € Z, so dass F'(x, 7) iiber Q irreduzibel
ist.



Hilbert’scher Irreduzibilitatssatz 5

Dieser Satz entspricht Schinzels Theorem 33 (][9], S. 179) fiir den Fall s = = 1 und
K = Q. Der Beweis weicht deshalb auch von Schinzels Version ab und benutzt eine
alternative Form des Satzes von Mertens ([9], S. 85).

Mit Hilfe des Hilbert’schen Irreduzibilitdtssatzes wird schliesslich in Kapitel 3 der,
im Seminar so benannte, Galoisgruppensatz bewiesen.

Galoisgruppensatz
Sei F(x,t) € Q[z,t] ohne Affekt iiber Q(?).

Dann gibt es unendlich viele 7 € N; so dass F(z,7) € Q[z]| ohne Affekt
iiber Q ist.

Der Beweis weist, mit einer weiteren Variante des Merten’schen Satzes, gewisse
Ahnlichkeiten zum Beweis der Variante im vorhergehenden Kapitel auf.

Der Satz von Puiseux, welcher fiir den Beweis des Linearfaktorsatzes wichtig ist,
wird in Kapitel 1 formuliert. Da er aber nicht mehr zum eigentlichen Thema gehort,
befindet sich sein Beweis in Anhang A.

Im Seminar haben wir den Versuch gemacht, diesen Satz wie Eichler [?] zu beweisen,
was katastrophal endete. Fiir den Beweis verweist Schinzel [9] zwar auf Bliss [2], in
dieser Arbeit verwenden wir aber van der Waerdens Variante [10], ergdnzt mit dem
Konvergenzaspekt.

Geschichte

Hilbert bewies 1892 [7] als erster den nach ihm benannten Satz fiir Q. Er behauptete,
dass der Beweis auch fiir jede Erweiterung von Q gelte, aber tatséchlich war sein
Argument nur fiir normale Erweiterungen giiltig.

Hilberts Beweis, welcher auf Puiseux-Erweiterungen basierte, wurde 1927 von Dérge
[3] vereinfacht, aber die erste wirklich korrigierte Version des Beweises wurde 1931
von Franz [5] veroffentlicht. Bereits 1929 hatte Siegel eine andere Beweismethode
skizziert.

Weitere Beweisverbesserungen folgten 1939 von Eichler [4] und 1974 von Fried [6].
1965 leitete Schinzel [8] den Beweis fiir mehrere Variablen xq, ..., x4, t1, ..., ¢, her.
Spéter folgte von ihm [9] eine weitere Verallgemeinerung fiir beliebige endliche Er-
weiterungen von Q.



Kapitel 1

Linearfaktorsatz

Zuerst werden wir einige Satze formulieren, die fiir den Beweis des Linearfaktorsatzes
notwendig sind.

Lemma von Schwarz (1882)

Sei m > 1, seien x; reelle Zahlen mit zy < ... < x,, und sei p(t) eine
reelle Funktion m-mal differenzierbar im Intervall z¢y < t < x,,,.

Dann existiert ein £, so dass zy < £ < z,, und

1 0 .- Om—l 0
£ _ 1 si xs ¢f) (1.1)

m! Vi,

1 Ty oo 2™ ()
mit der Vandermonde-Determinante

1 g ... l’om

V=11 = I == (1.2)

1 z, ... z,,° 0si<j=m

Beweis

Fiir den Fall m = 1 entspricht dieses Lemma genau dem allgemeinen Mittelwertsatz

p(x1) — p(x0) = (21 — 20)¥(€). (1.3)
Das bedeutet, dass eine an zwei Punkten differenzierbare Funktion verschwindet,
ihre Ableitung an einem Punkt dazwischen eine Nullstelle hat.
Sei nun A(t) = ant™ + -+ + ap und es gelte A(z;) = ¢(x;) (0 < j < m). Diese

Bedingungen definieren eine lineares Gleichungssystem

ag o(zo) 1 zy ... o
B : = : mit B=1| @ : . (1.4)
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Da det(B) = V,,, und die g < ... < z,, verschieden sind, ist det(B) wegen der
Produktformel (1.2) nicht Null. Die Matrix B ist deshalb invertierbar und es folgt
durch Umformung

o (o)
. _ B—l .
m P(Tm)
Sei nun C(t) = A(t) — ¢(t). Es gilt C(t) = 0 fiir t = zg, ..., Tpp-

Wir wenden den Mittelwertsatz an und erhalten

C't) = A@)—¢(t)= fiir t = g, ..., 2, mit 2; < 2f <2,
c'(t) = A"(t)=¢"(t)=0  firt=ag,..., 2, o mit 2 <zl <af,,,
CM(E) = ap-m!l—™(E) =0 fiir zp < € < @y (1.5)

ap, lasst sich nun aus der Gleichung (1.4) mittels der Cramer’schen Regel ([1],
S. 30-32) bestimmen.

1 zo ... x™ ' (o)
1 Ty oo 2™ ()
I = det(B)

Eingesetzt in die Gleichung (1.5) beweist dies das Lemma.

Satz von Dorge (1927)
Sei e eine positive ganze Zahl, sei ty > 0 eine reelle Zahl und sei
L3 k-1 1 -1
o(t) =a_gte +a_gpit © +---+a_ste +ag+at= +...

eine nach ¢t > t;, konvergierende Folge mit komplexen Koeflizienten,
mit o(t) & Q[t]. Seien t1,t5,... € N mit t5 < ¢, < o < ... und

o(t1), p(ta), ... € L.
(Wobei te fiir t € N hier die positive Wurzel bedeutet.)

Dann existiert ein A > 0 in R und m, I € N, so dass
tivm —ti >t

fiir alle 7 > 1.
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Beweis

Wenn nicht alle Koeflizienten a,, reell sind, sei ¢ der kleinste Index, so dass Im(ay)
nicht Null ist.

Fiir alle t € R gross genug haben wir

J4 00
Im (Z ant_z)‘ = ‘Im ((lgt_£>‘ > |Im ( Z ant_z>‘
n=—~k n=~0+1

und deshalb gilt fiir ein i gross genug ¢(t;) € R, was im Widerspruch zur Annahme
steht. Deshalb geniigt ¢ den Vorraussetzungen des Lemmas von Schwarz.

Weiter nehmen wir an, dass ¢ ein Polynom ist und deshalb in R[] liegt. Nun ist
© ¢ QJt], also existiert ein kleinster Index ¢, so dass a, ¢ Q. Es ist klar, dass £ <0
und e|¢ sind, und weiter a,, = 0 wenn efn ist.

Die Funktion

/-1
(p(t) — Z ant_% = aet_é + o4 aop

n=—*k

hat rationale Werte fiir ¢t = ¢, s, .... Falls £ = 0 ist, sind diese Werte alle gleich ag
— ein Widerspruch!

Falls ¢ < 0 ist, wenden wir das Lemma von Schwarz mit m = —f auf diese Funktion
an und erhalten Gleichheit mit a, auf der linken und eine rationale Zahl auf der
rechten Seite — ein weiterer Widerspruch!

Es bleibt der Fall zu iiberpriifen, in dem a,, € R fiir alle n > —k, aber ¢ & R[¢].
Wihlen wir m > 1 so gross, dass ™ (¢) nur Terme mit negativen Exponenten
enthélt (wahrscheinlich ist m > %) Nun gibt es eine reelle Zahl ;1 > 0 und eine

ganze Zahl I > 0 und ¢ > 0, so dass

1
¢l > |g0(m) (T)| > 50’17"“ >0

fiir alle 7 > ¢; mit ¢ > I gilt.

Jetzt wenden wir das Lemma von Schwarz an, mit xg =1t;, 21 =t;41, ..., T = tizm
fir alle ¢ > I. Die Determinante im Z#hler auf der rechten Seite von (1.1) ist
eine ganze Zahl, und deshalb ist fiir ¢ > I der absolute Betrag der Determinante
mindestens 1 und

(m)
‘90 (5)‘ . b
m! ~— V.
Also ist fiir i > 1
m) m! ¢

Vinl > >
WVl 2 ey = e
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Jede Differenz in der Formel fiir V,, ist als absoluter Betrag hochstens ¢;,, —t;, und
deshalb ist

m(m

(tizm — 1) i > Vil =>mlc-t#

und der Satz folgt fiir alle A < .

Beispiel
Sei
S U S|
p(t) = (t+1)2 :t2+§t 2 4.
Dann geniigt m = 1 und
Pl(t) =St 2+

Also gilt

2 1

szl z g

fir alle 7 > ¢; und ¢ > I. Nun impliziert der Mittelwertsatz (1.3) ¢(t;41) — (t;) # 0,
und da wir uns in Z befinden, erhalten wir

1
liv1 —ti =

PO

DO o
\]
[N
vV

DO o
S+
[

und daraus den Satz mit \ = %
Natiirlich ist ¢(7) € Z genau dann, wenn ¢t = 0,3,8,15,...,n*> —1,....

Korollar

Seien ¢ und A > 0 wie im Satz von Dorge.

Dann existiert ein C' = C(¢p), so dass fiir ein beliebiges 7' > 1 die Anzahl
N(T) von t > to in Z mit ¢(t) € Z und t < T die Bedingung

N(T) < CcT*

erfillt, wenn A < 1.

(Vergleiche dazu Schinzels Korollar ([9], S. 179). Seine Argumentation ergibt den

Exponenten ﬁ, was immer grosser als unser Exponent 1 — \ ist.)
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Beweis

Zuerst ordnen wir die positiven ganzen Zahlen ¢ > ¢y mit ¢(¢) € Z so an, dass
to < t1 <ty < ....Selen m und I wie im Satz von Dérge und sei £(j) = tr414m,
(7=0,1,2,...). Weiter seien

v = % > 1 ¢ = min {t(O), (27717)7} )

Wir beweisen zuerst durch Induktion, dass
()2 eG 1) (G=012..). (1.6)

Der Fall 7 = 0 ist trivial. Angenommen die Behauptung stimmt fiir j > 0. Der Satz
von Dorge impliziert nun, dass

ti+1) —t(5) > ()

und deshalb ist
tG+1) >+ 1)+ +1)7

Durch Anwendung des Mittelwertsatzes (1.3) erhalten wir
G+27=(+1)7 =y
fiir ein 7 mit 7+ 1 <7 < j 4 2. Also ist
G427 =G+ <G+ <27 G+ 1)
und deshalb
G +1) 2 (i +2) =2+ 1)+ G+ 1) 2 e +2)7,

weil ¢!7* > - Also folgt die Ungleichung (1.6) durch Induktion.

271

Nun sei N = N(T') und wir haben ¢ty < T. Wir zeigen, dass

T 1-X
N<]+1—I—m(—) (1.7)
C

woraus das Korollar folgt.

Wenn N < [ gilt, folgt die Ungleichung (1.7) sofort. Sonst gibt es ein grosstes 7 > 0
mit [ + 1+ mj < N und es folgt, dass t(j) <ty < T ist.

Also impliziert die Ungleichung (1.6)
c(j+ 1) <T.

Aber I +1+m(j+ 1) > N und deshalb folgt die Ungleichung (1.7).
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Beispiel
Sei

N |=
N|=
N[

o(t) = (t+1)2 =t +....
Dann gilt die Bedingung im Korollar fiir A = % und wir erhalten N(T') < CTz. Wie
schon im letzten Beispiel gesagt, ist ¢(t) € Z fiir t = 0,3,8,15,...,n* — 1,... und

so ist N(n?) >n — 1.

+ 1t_
2

Also ist der Exponent % der bestmoglichste, wihrend Schinzels Argumentation nur
den Exponenten % liefert.

Satz von Puiseux (1850)

Sei F(z,t) € C[z,t]. Dann gibt es ein ¢y, > 0 und ¢1,...,¢, wie im
Satz von Dorge, konvergierend fiir alle komplexen ¢ mit |t| > to, mit der
folgenden Eigenschaft:

Sei 7 eine beliebige komplexe Zahl mit |7| > ¢y. Dann gibt es fiir jedes
komplexe £ mit F'(§,7) =0 ein j mit 1 < j <mn, so dass £ = ¢;(7).

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen, sondern erst in Anhang A.

Beispiel
Sei F(x,t) = 2> —t — 1 € C[z,t]. Dann sind

1
oi(t) = (t+1)%=t%+§t—%+
1
Eo(t) = —(t+1)2=—t2 — =72 —

konvergierend fiir alle |t| > 1. Also gilt

§=pi(r)  oder &= o(T)

fiir jedes € mit F(&,7) = &2 — 7 — 1 =0 und 7 beliebig mit |7| > 1.

Linearfaktorsatz
Sei F(x,t) € Z[xz,t], normiert beziiglich x und sei F(x,t) = 0 ohne
Losung = € Q(t).

Dann gibt es unendlich viele 7 € Z, so dass F(z,7) = 0 keine Losung
z € Q hat.
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Beweis

Fiir jedes 7 € Z hat das Polynom F(z, 7) die Form 2" +bjz" ' +- - -+ b, mit b, € Z,
also sind alle rationalen Nullstellen ganze Zahlen. Nach dem Satz von Puiseux sind
alle Losungen von F'(z,7) = 0 von der Form

T=p(T) mite=p,...,0n.

Nach Annahme ist ¢; ¢ Q(t) und deshalb auch nicht in Q[t]. Nach dem Korollar
zum Satz von Dérge gibt es hochstens O(T?) positive ganze Zahlen t < T', so dass
©;i(t) eine ganze Zahl ist.

Weil n - O(T*) = O(T?) ist, existieren unendlich viele positive ganze Zahlen 7, fiir
welche kein ¢;(7) eine ganze Zahl ist, und deshalb ist fiir diese 7 keine Nullstelle
von F(x,7) rational.



Kapitel 2

Hilbert’scher Irreduzibilititssatz

Der Hilbert’sche Irreduzibilitdtssatz kann mit Hilfe des Linearfaktorsatzes gezeigt
werden. Dazu benotigen wir folgenden

Satz

Seien n > 2 und Variablen t = (¢y,...,t,),z gegeben. Dann existieren
N > 0 und Polynome Qq(x,t),...,Qn(z,t) € Z[z,t], normiert beziiglich
x, mit der folgenden Eigenschaft.

Sei k ein beliebiger Korper mit Charakteristik Null. Dann ist fiir 7 =
(11, ...,7Tn) € k™ das Polynom

P(z,7)=2" —nz" ' +.. .+ (=1)"n,

genau dann irreduzibel iiber k, wenn mindestens eines der Polynome
Qo(z,7T),...,Qn(x,7) € k[z] tiber k keinen Linearteiler hat.

Beweis

Wir nehmen N = (7)0+ (3)1 +--- + (",)(n — 2), fiihren eine neue Variable

n—1

z = (x1,...,x,) ein und definieren fir r € Z (0 <r < N)

Q(z,z) = H (x — ;) H (a: — (m, + i) — rxilxi2> (2.1)

1<i1<n 1<iy<ig<n
H (x_ ('rll +”‘+xinfl)
1<i1<..<ip—1<n
—7’(331'133@'2 et xin72xin71)
2
=T ($i1xi2$i:5 +oe At xin—3$in—2‘rin—1)

—r" 2y 'finq) € Zlz, z.

Dieses Polynom ist symmetrisch in R[z] fiir R = Z[z]. Nach dem Hauptsatz iiber
symmetrische Polynome ([1], S. 626-631) kann jedes symmetrische Polynom in den
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elementarsymmetrischen Funktionen sy, ..., s, geschrieben werden. Zuerst aber ver-
bessern wir die Notation.

Sei I CN ={1,...,n} mit [I| =m (1 <m < n) und sei s;/(z) die j-te elementar-
symmetrische Funktion (1 < j < m) der z; (i € I), zum Beispiel fiir I = N:

SIN(g) = m1++xn (:51)
saV(z) = maat+ -+ T1T, (= 52)
oder fir I ={1,2}
sll(g) = I+ a9
Sgl(g) = T1X3.

Dann ist
Qr(x,z) = 1:[ H <x = sll(g) — 1“32[@) _ = rm’lsml(g)) € Zlx, x]
m=1|I|=m

und es gibt Q,(x,t) € Z[z,t] mit Q,(z,t) = Q,(z, z). Dies definiert unsere Polynome
Qr(z,t) € Z[x,t (0<r<N).
Wir wollen zeigen:

Das Polynom P(z,7) ist genau dann irreduzibel, wenn mindestens ein
Q-(z,7) (0 <r < N) keinen Linearteiler hat.

Sei k ein Korper mit Charakteristik Null, sei 7 € k", und seien &, ..., &, die Null-
stellen von P(x,7) = 0 im Abschluss £ von k. Also

Plr,z) = (z—-&) - (z—&)
= 2" — 2" £+ (D) 7.

Wir iiberpriifen zuerst folgende Aussage:

Wenn das Polynom P(x,7) € k[z] iiber k reduzibel ist, dann hat jedes
Q. (x,7) (0 <r < N) einen Linearteiler iiber k.

Ist P(x, 1) iiber k reduzibel, dann hat es einen Faktor mit Grad m (1 <m <n—1)
in k[z] und dieser Faktor hat Nullstellen &; (i € I) fiir ein I mit |I| = m. Also liegen
die elementarsymmetrischen Funktionen

s1'(8) = &t té,

521(§) = fil’fiQ +-+ &-im_lg’im

sm'(€) = & i
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alle in k. Es folgt, dass jedes Q,(z,7) = Q,(7,§) (0 <7 < N) einen Linearfaktor

T — 81](@ — 7“52[(@ - = rm_lsmI(Q
in k[x] hat.
In der anderen Richtung miissen wir beweisen, falls alle Polynome

Qo(z,7),...,Qn(z,7) € Kk[z]

einen Linearfaktor iiber k£ haben, P(x, 1) reduzibel iiber k ist.

Angenommen, alle @,.(z,7) (0 < r < N) haben einen Linearfaktor in k[x]. Seien
&1, ..., &, wieder die Nullstellen von P(x,7) = 0, so dass

Qr(z,7) = ﬁ H (m — s’ (&) —rs (O —... — Tm_lsml(@).
m=1|I|=m

Fiir jedes I sei ¢’ die Anzahl der 7 (0 < r < N), so dass der Faktor

r=s'(Q —rs (O = =" s (©)

in k[z] liegt. Dann ist

Es folgt, dass ein [ mit
¢ >m=|I| (2.2)

existieren muss. Wiirde dies nicht gelten, so wire ¢/ < m — 1 fiir alle 7 und wir
wiirden

IN

S < Y Y m- (2.3

n—1

= ;m—l)”;n
- Znon(z) -

erhalten — ein Widerspruch. Somit ist die Ungleichung (2.2) gepriift.

Seien nun m und [ wie in (2.2). Dann gibt es verschiedene ry, ..., 7, so dass

si1 () + 7’1821(@ +oee 7“lnhb_lsrnl(@

S1(E) + 1! (€) + -+ 1™ L5, (€)
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in k liegen. Dies ldsst sich auch als Matrix schreiben:

1 r ... ™! 511(8) K1

s o

1 Tm o T’mm_l Sml(§> m

mit K1,...,K, € k.

Die Eliminierung von einzelnen Faktoren kann umgangen werden, wenn wir bemer-
ken, dass die Vandermonde-Determinante

1 T ... M

| 1<i<j<m

nicht Null ist, wenn r; # r; fiir 7 # j. Aus der Produktformel ist dies leicht ersichtlich.

Nach der Cramer’schen Regel ([1], S. 30-32) liegen 517 (£), ..., s»'(§) alle in k. Des-
halb hat P(x,7) den Faktor

[[@—¢&)=am =52 + -+ (=1)"su (&)
i€l
in k[z] ist und ist somit reduzibel {iber k. Somit ist der Beweis beendet.

Die Rechnung (2.3) zeigt, dass die Wahl von

N = G§0+<gyw~~+<nﬁl)m—2)

d (1+X)"—1
wl( ) e
= (n—2)2" -1

korrekt war.

Beispiele
Die Polynome @y, ..., Qy konnen fiir kleine Werte von N vereinfacht werden.
n=2

Das Polynom P(x,7) = 2* — 1z + 75 ist genau dann irreduzibel, wenn

es einen Linearfaktor hat. Also kénnen wir N = 0 und

Qo(xvi) = P(ZE,Z)

nehmen.
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n=3
Fiir diesen Fall gilt genau das Gleiche wie fiir den Fall n = 2.
n=4

Hier miissen wir zusétzlich quadratische Faktoren in Betracht ziehen.
Tatséchlich reicht es aber, die sieben Polynome

(x — 21 —xg + rx10) - -+ (T — X3 — T4 + TT3T4) (0<r<6)
als Polynome in den symmetrischen Funktionen t = (¢y,...,t4) von
z = (1,...,x4) zu schreiben.

Eine Variante ersetzt © — x1 — x9 + rz12o durch x — (21 +7r)(xe + ). Dies
fithrt zur folgenden, einfacher zu berechnenden Ausdrucksweise. Seien
S1(t), ..., S6(t) die elementarsymmetrischen Funktionen von

T1Ty XT1X3 T1X4 T2X3 Tal4g T3T4

ausgedriickt in Termen mit ¢t = (¢y,...,t4), mit
i = x1+x2+ a3+ 24
tg = X1T2 + T1T3 + T1XT4 + XT3 + ToXy4 + T3Ty
tg = T1X2%3 + T1T3T4 + T1X2T4 + T2X3%4
t4 = T1T9X3%4.

Zum Beispiel sind
Si(t) = ta Se(t) = ta°

wobei Sy(t), . .., S5(t) weitaus komplizierter zu berechnen sind. Aber mit
der Hilfe von MAPLE findet man

So(t) = tits— 1ty

Ss(t) = t3* 4+ 113ty — 2oty
Si(t) = titsty —ts°
Ss(t) = tots”.

Sei nun

S(z,t) = 2°—S1(t)z° + Sy(t)x* — Ss(t)a?
+84(t)2* — Ss(t)r + Se(t)-
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Dann konnen wir
Qr(z,t) = P(z,t)S(z,t™))  (0<r <6)

mit ) = (¢, £, 3, £4,7) nehmen, wobei ") durch ersetzen von z;
durch z; + r in t entsteht. Also sind

1" =t Fdr

2" =ty + 3ty + 617

37 = b3+ 20ty + 312ty + 418

t " =ty vty + 3t +

Hilbert’scher Irreduzibilititssatz

Sei F(z,t) € Q[x,t] iiber Q(t) als Polynom in z irreduzibel.

Dann existieren unendlich viele 7 € Z, so dass F'(z, 7) iiber Q irreduzibel
ist.

Beweis

Wir nehmen zuerst
F(z,t) =2a" — fl(t)x”_l + -+ (=) fu(t) € Z[z, 1]

irreduzibel tiber Q(t). Sei f = (f1,..., fn). Nach vorherigem Satz mit k = Q(t) gibt

esr (0 <r < N),so dass

Qs (z, f(t) = G(a,1)

keine Linearfaktoren iiber Q(¢) hat.

Jetzt wenden wir den Linearfaktorsatz an und sehen, dass
G(r,7) = Q (v, f(7))

fiir unendlich viele 7 € Z keine Linearfaktoren iiber Q hat.

Der Satz fiir k = Q zeigt nun, dass fiir diese 7

F(r,7) =a" — fi(r)z" '+ + (=1)"fu.(1) € Q[z]
irreduzibel iiber Q ist.
Im Allgemeinen kénnen wir
Fla,t) = folha™ — fiB)2" " £ ..+ (—1)" fu(t)

mit fo(t),..., fu(t) € Z[t] und fo(t) # 0 nechmen. Wir fithren dies mit einem
Standard-Trick auf den vorhergehenden Fall zuriick.
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Wir haben namlich

X

(o)) F (m

t) = F(z,1)
mit
F(x,t) = 2" — i)™ 4 fot) o)z 2 F .. 4 (=1)" fo ()" fu(t)

in Z[z, ). F(x, t) bleibt irreduzibel iiber Q(t), also zeigt der vorhergehende Fall, dass
F(z,7) fir unendlich viele 7 € Z irreduzibel iiber Q ist.

Solange fo(7) nicht Null ist, folgt dass F (ﬁ, 7'> und darum auch F(x,7) irredu-

zibel iiber Q ist. Somit wére der Hilbert’sche Irreduzibiltéitssatz bewiesen.
]



Kapitel 3

Galoisgruppensatz

Zuerst werden wir einige Definitionen und Sétze formulieren, die fiir den Beweis des
Galoisgruppensatzes notwendig sind.

Definition

Sei k ein Korper mit Charakteristik Null, und sei F(z) € k[z] mit
Grad FF'=n > 1.

Dann ist ein Korper K D k ein Zerfallungskorper von F(x), wenn

1. &,...,& € K mit F(z) =ap [[ (x — &) existieren,

=1

2. K =k(&,....&,) ist.

Sind k& und F' gegeben, so existiert immer ein solches K ([1], S. 618).

Transitivititslemma

Seien &1, . .., &, die Nullstellen von einem Polynom F'(z) in einem Zerfal-
lungskorper.

Dann ist F'(x) genau dann irreduzibel {iber k, wenn folgendes gilt:

() &,...,&, sind paarweise verschieden.
(B) Seien i, j mit 1 <14, j <n gegeben.
Dann existiert ein Korper-Automorphismus

o k(&,... &) — k&, ..., &)

welcher k elementweise mit o(§;) = &; fixiert.
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Beweis

Nehmen wir zuerst an, F(z) sei irreduzibel iiber k. Dann ist («) klar, weil & Cha-
rakteristik Null hat.

Sei ¢ ein Korper-Monomorphismus

0 k(&) — k(&)

mit o (&) =& ([1], S. 567). Nun ist k(&1, . .., &,) eine endlich Erweiterung von k(&;)
und o kann nach k(y,...,&,) erweitert werden. Die Werte werden nicht mehr in
k(&) liegen, aber jedes o(&,) (1 < r < n) ist auch eine Nullstelle von F(x), also ein
& (1 < s < n). Deshalb bildet o die Erweiterung k(&y, ..., &,) nach sich selbst ab,
und wir erhalten den in () verlangten Automorphismus.

Umgekehrt gelte () und () und angenommen, F'(x) sei nicht irreduzibel. Dann
gilt
F(z) = G(x)H(z)
fiir G, H mit Grad grosser als Null iiber k. Wahlen wir nun ¢ # 7 mit
G(&) = H(&) = 0.
Dann geniigt o aus (/3) folgender Gleichung:
0=0(G(&)) = G(o(&)) = G(&).

Also ist §; ebenfalls eine Nullstelle von G was nach (o) unmoglich ist — ein Wider-
spruch. Somit ist F'(z) irreduzibel.
l

Definition

Sei k ein Korper mit Charakteristik Null und sei F(z) € k[z] mit
Grad F'=n > 1. Wir sagen, dass F'(z) ohne Affekt iiber k ist, wenn
gilt:

(a) F(x) ist irreduzibel iiber k.

(b) Seien &, ...,&, die verschiedenen Nullstellen von F(z) in einem
Zerfallungskorper.

Dann gibt es fiir jede Permutation

m:{1,...,n} —{1,...,n}

in der symmetrischen Gruppe S,, einen Kérper-Automorphismus

Uik(gl,...,fn) —>k‘(§1,,§n)

der k elementweise fixiert und die Bedingung

(&) = &) (1<i<n)
erfiillt.
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Beispiele
n=1

Jedes F'(z) mit Grad F' =1 ist trivialerweise ohne Affekt.
n=2

Hier ist (a) ausreichend. Ist 7 die identische Permutation, so konnen wir
o als identischen Automorphismus nehmen. Ansonsten ist 7 = (12), und

nach (/) gibt es ein o : k(&, &) — k(&, &) mit o(&) = &.
Aber ist F(x) = ax? + br + ¢ (a # 0), dann ist & + & = —2 und

a

r=o(-t) =2 e
a a

n>2

Im Allgemeinen geniigt (a) nicht. Zum Beispiel

cos 360 = 4cos®H — 3cosh

und & = cos ¥ ist eine Nullstelle von F(z) = 42 — 3z — 1. Es ist einfach

iiberpriift, dass F' irreduzibel iiber Q ist.

Die anderen Nullstellen sind

& = cos m_ coS 2m
2T 9 9
¢ 137 47
= C0S—— = —COS —.
’ 9 9

Und wegen cos 26 = 2cos? — 1 gilt

& o= 1-26°
& = 1-28%

Es folgt

o fixiert & = o fixiert & = o fixiert &;.

Deshalb kann 7 = (23) nicht ein ¢ bestimmen und das Polynom F(x)
ist nicht ohne Affekt.

Grob gesagt, bedeutet ohne Affekt, dass die Nullstellen &1, ..., &, so "unabhéngig
wie moglich” sind.
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Lemma

Seien &1, ..., &,, paarweise verschieden, in einem Korper von Charakte-
ristik Null, gegeben.

Dann existiert r € Z mit

nl(n! —1)

0<r<N=(n-1) 5

so dass

E(m) =&y + 1y + -+ erm) (r € Sy)

alle verschieden sind.

Beweis

Wenn () in der obigen Linearkombination vorkommt, dann sind die Gleichungen

§(m) =&(m2) (M #mES,)
nl(nl—1)

5— polynomiale Gleichungen in r, jede hochstens vom Grad n — 1. Keine die-
ser Gleichungen ist identisch Null, sonst wéire m = my, weil &, ...,&, paarweise
verschieden sind.

Also hat jede Gleichung hochstens n—1 Nullstellen 7. Deshalb ist mindestens eine der
Zahlen r im Lemma keine Nullstelle, was bedeutet, dass fiir dieses r die (7) (7 € S,,)
verschieden sind.

Satz

Seien n > 2 und Variablen t = (¢y,...,t,),z gegeben. Dann existieren
N > 0 und Polynome

Qo(z,t),...,Qn(z,t) € Zlx,t]

mit der folgenden Eigenschaft.

Sei k ein beliebiger Korper mit Charakteristik Null. Dann ist fiir alle
7= (m,...,7) € k" das Polynom

Plx,7)=2" —na" '+ ...+ (-1)"r, € k[z]

ohne Affekt iiber k genau dann, wenn mindestens eines der Polynome
Qo(x,7),...,Qn(z, ) irreduzibel iiber k ist.

(Vergleiche dazu den Satz im Kapitel 2.)
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Beweis

Der Beweis ist dhnlich zum Beweis des Satzes in Kapitel 2.

Wiihlen wir eine neue Variable z = (x4, ..., x,) und definieren
Qr(x,g) = H (x — (1) = TTr(2) — ... — r”’lxﬂ(n))
7T€Sn
= " +...

in Z[z,z| fir 0 < r < N. Wiederum lassen sich diese Polynome mit den elemen-
tarsymmetrischen Funktionen s = (s1,...,s,) von z = (x1,...,x,) ausdriicken.
Deshalb ist

Qr(z,z) = Q.(z,35) (0<r<N)

was unsere benotigten
Qr(z,t) € Lzt (0<r<N)

definiert.

Sei nun k ein Korper mit der Charakteristik Null, sei 7 € k™ und angenommen,
P(z,7) sei ohne Affekt iiber k. Wir werden beweisen, dass ein @, (x, 1) irreduzibel
iiber £ ist.

Seien &, ..., &, die Nullstellen von P(z, 1) iiber einem Zerfallungskorper. Nach (a)
ist P(x,7) irreduzibel iiber k und es folgt, dass i, ..., &, verschieden sind. Nach
dem Lemma kénnen wir r € Z (0 < r < N) so wihlen, dass die

E(m) = &ry +réniry + -+ 1" lrm) (m € Sh)

verschieden sind. Wir behaupten nun, dass dieses @,(x, 1) irreduzibel iiber k ist.

Diese Behauptung folgt aus dem Transitivitdtslemma. («) haben wir soeben bewie-
sen und () folgt sofort. Wenn némlich 7y, m € S, sind, dann liefert (b) ein o mit
0(&) = &rpy mit T = mom !, so dass

o§(m) = &(rm) = &(ma).
Somit ware die erste Halfte des Satzes bewiesen.

Die andere Halfte ist ein wenig einfacher. Angenommen, ein @, (x, 1) sei irreduzibel
tiber k. Dann sind im Speziellen die {(7) (7 € S,,) verschieden fiir dieses r. Also
sind die &1, ..., &, alle verschieden. Wir zeigen nun, dass P(x,7) die Bedingung (b)
der Definition von ohne Affekt erfiillt.

Sei m € S,. Nach () gibt es einen Automorphismus o des Zerfillungskorpers von
Q. (z,7) mit

o(&+rlt 1) =6y F &)+ T )
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Dieser Zerfallungskorper ist ein Unterkorper von k(1, ..., &,), also kann o, wie im
Beweis des Transitivititslemmas, zu einem Automorphismus von k(&,...,&,) er-
weitert werden.

Weiter ist jedes o(&;) ein §;, was bedeutet, dass o (&) = &, fiir ein p € S,. Dies
wiederum impliziert o(£(g)) = &(p) und wir erhalten £(7) = &(p). Also sind m = p
und o (&) = &) wie in (b).

Nun folgt (a) fir P(z,7), in dem wir 7 mit 7(¢) = j nehmen, o wie in (3) fir Q,(z, 7)
konstruieren und das Transitivitdtslemma fiir P(x,7) benutzen. Dies beendet den
Beweis.

Beispiele

n=2

Das Polynom P(x,7) = 22 — 7y + 73 ist genau dann ohne Affekt, wenn
es irreduzibel ist. Also kénnen wir das einfache Polynom

Qo(z,t) = 2° — 1z + ty
mit N = 0 benutzen.
n=3

Die obige Konstruktion wiirde N = 30 bedeuten! Sie kann auf folgende
Weise vereinfacht werden. Sei

Qo(z,z) = (v — 21 +x2)(x — 21 + 23) (T — 29 + 23)

(x —xo +21) (T — 23 + 1) (T — T3 + X2)

als ein Polynom Qy(x,t) in den elementarsymmetrischen Funktionen

1 = a1+ 22+ w3
tg = 212 + Tox3 + 3T
l3 = x122%3

ausgedriickt. Dann ist es wiederum nicht schwer zu iiberpriifen, dass
N = 0 ausreichend ist.

Ist Qo(z,T) zum Beispiel irreduzibel, dann sind die Nullstellen &3, &5, &3
von P(x,7) verschieden und es existiert ein o mit (& — &) = & — &;.
Also ist o = (12) und die symmetrische Gruppe wird durch Transposition
erzeugt.
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Wir finden weiter, dass

Qo(z,t) = 2°—Si(t)a° + Sa(t)z" — Ss(t)’
+S4(t)2? — Ss(t)x + Se(t)

mit

S1=53=95 = 0

Sy = —2t° + 6ty
54 == t14—6t12t2+9t22
S = —A

mit der Diskriminante

A - —4t13t3 + t12t22 + 18t1t2t3 - 4t23 - 27t32

3

von P(x,t). Mit anderen Symbolen: x* — az® + bz — ¢ ist genau dann

ohne Affekt, wenn
2% — (2a® — 6b)z" + (a* — 6a%b + 9b*)x?
+(4a’c — a*b* — 18abc + 4b* + 27¢%)
irreduzibel ist.

Aus der Galoistheorie erhalten wir ein noch einfacher aussehendes Kri-
terium, welches folgendes besagt:

P(z,7) ist genau dann ohne Affekt, wenn beide Polynome
P(z, 1) * — A(7)
irreduzibel sind.

Nun entspricht dies nicht ganz der Aussage aus unserem Satz, welcher
verlangt, dass mindestens eines der Polynome @, (0 < r < N) irreduzibel
ist.

Galoisgruppensatz
Sei F'(z,t) € Q[x,t] ohne Affekt iiber Q(t).

Dann gibt es unendlich viele 7 € Z, so dass F(z,7) € Q[z] ohne Affekt
iiber Q ist.
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Beweis

Wie im Beweis des Hilbert’schen Irreduzibilitatssatzes reicht es den Fall mit
F(z,t) =a2" — fl(t)x"_1 £+ (=D)"fu(t)

zu behandeln. Nach dem vorherigen Satz gibt es ein r (0 < r < N), so dass
Qr(z, f(t)) irreduzibel iiber Q(t) ist. Nach dem Hilbert’schen Irreduzibilitétssatz
gibt es unendlich viele 7 € Z, so dass dieses Q,(z, f(7)) irreduzibel iiber Q ist.

Wieder nach dem gleichen Satz ist fiir jedes solches 7 das Polynom F(x,7) ohne
Affekt iiber Q. Dies beendet den Beweis.



Anhang A

Satz von Pulseux

In der Literatur existieren viele Beweise zum Satz von Puiseux, aber es gibt wenige,
die kurz sind und den Konvergenzaspekt, welcher fiir unsere Anwendung wichtig ist,
abdecken. Die folgende Ausfithrung folgt im Wesentlichen van der Waerdens Beweis
([10], S. 50-54) bei den formalen Puiseux-Reihen, ergénzt mit einigen zusétzlichen
Betrachtungen, um die Konvergenz zu zeigen.

Im Folgenden bezeichnen wir mit || - | das Maximum der absoluten Werte der Ko-
effizienten eines Polynoms in C[z].

Lemma 1

Seien P, Q) € C[z| mit Grad P = p > 1 und Grad ) = ¢ > 1. Sind P und
@ teilerfremd, so existiert ein ¢ = ¢(P, Q) mit der folgenden Eigenschaft.
Fiir ein beliebiges Z € C[z] mit Grad Z < p+¢q— 1 gibt es X, Y € C|x]
mit Grad X < ¢—1und Grad Y < p — 1, so dass gilt:
PX+QY = Z
max {[[ X, Y]} < ¢[|Z] (A.1)

Beweis

Wenn wir die Gleichung PX + QY = Z ausschreiben und die Koeffizienten auf
beiden Seiten vergleichen, erhalten wir ein System von p + ¢ linearen Gleichungen
in den p + ¢ unbekannten Koeffizienten von X und Y.

Wenn die Determinante ¢ ungleich Null ist, kénnten wir das System l6sen, in dem
wir die Cramer’sche Regel ([1], S. 30-32) benutzen. Die Koeffizienten von X und Y
waren dann feste lineare Formen in den Koeffizienten von Z und die Abschétzung
(A.1) wiirde sofort folgen.

Da ¢ eng mit der Resultanten von P und () verbunden ist und P und @ teilerfremd
sind, folgt daraus, das ¢ # 0 ist.

Alternativ kénnen wir auch wie folgt argumentieren: Angenommen ¢ sei gleich Null.
Dann hat das zugehorige System von homogenen linearen Gleichungen eine nicht-
triviale Losung. Das bedeutet, dass es X, Y € C|x] nicht beide gleich Null gibt, mit
Grad X <g—1und Grad Y <p—1, mit PX + QY = 0.
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Nun @ teilt PX, also teilt es X, da P und @ teilerfremd sind. Das bedeutet aber,
dass X = 0 ist. Auf die gleiche Argumentationsweise erhalten wir Y = 0, was zum
Widerspruch fithrt. Deshalb ist § ungleich Null und der Beweis ist beendet.

]

[e.e]

Sei nun C[[z]] die Menge aller formalen Potenzreihen Y ¢;2* in einer Variablen z
k=0

mit Koeffizienten ¢, € C. Es ist bekannt, dass diese Menge ein Integritétsbereich

ist.

Sei R C C[[z]] die Untermenge aller Potenzreihen, welche fiir ein gentigend kleines |z|
konvergieren; oder dquivalent, fiir welche es ein ¢ > 0 mit |¢,| < * k = (1,2,...) gibt.
Diese Menge ist ein Unterring, welcher mit der Menge aller Funktionen, analytisch
in der Nédhe des Ursprungs, identifiziert werden kann.

Um spéter die Konvergenz zeigen zu kénnen, benttigen wir nun das folgende

Lemma 2

Fir a > 0, b > 0 und ¢ > 0 definieren wir die Folge uq,us,... durch
u; = ca und

wp = ca® + cb (uyup_1 + - -+ Up_1u1) (k> 2). (A.2)

Dann liegt Y u2* in R.
k=1

Beweis

Formal erfiillt die Reihe Q(2) = Y uxz® € C|[2]] die Gleichung
k=1

Qz) = 1caz + b (2) = caz + .. ., (A.3)

—az

wie aus der Berechnung der Koeffizienten von z* ersichtlich ist. Die Funktion

—144/1— 4c2abz

~ l1—az
Qz) = = e
(2) 52 caz +
kann mit Q(0) = 0 als analytisch in der Nihe des Ursprungs definiert werden. Sie

erfiillt die analoge Gleichung

O(z) = 16‘”@ — b2 (2). (A.4)

Subtrahieren wir (A.4) von (A.3) in C[[z]], erhalten wir (Q — Q)T = 0 mit
P=1-—cbQ—cbQ=1-2Pabz+...#0
Es folgt, dass Q = Q in R liegt.

Das néchste Lemma ist van der Waerdens Version von Hensels Lemma ([10], S. 52),
angepasst fiir Konvergenz-Zwecke.
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Lemma 3

Fiir p > 1 und ¢ > 1 sei Q(x, z) € R[z], normiert beziiglich x, mit Grad
@ = p+q. Angenommen es gibt P, Q) € Clz], teilerfremd, mit Grad P = p
und Grad ) = ¢ und

Q(z,0) = P(2)Q(x). (A.5)

Dann gibt es ®(z, z), ¥(z,2) € R[z] mit Grad ® = p und Grad ¥ = g,
®(2,0) = P(z) und ¥(z,0) = Q(z), und

Az, 2) = O(x, 2)¥(x, 2). (A.6)

Beweis

Wir definieren By = P und Cy = @ und konstruieren Bj, Bs,... € Clz] mit
Grad By, By,... < p—1und C1,Cy,... € Clz] mit Grad C,Cs,... < ¢ — 1 so,
dass (A.6) mit

‘I)(:I;,z) = Bo+Blz+BQZ2+...
U(r,2) = Co+Crz+Chz®+ ...

korrekt ist. Gilt nun
Qz,2) = Ag + A1z + Ag2® + ...

mit Ag, Ag, ... € Clz], so ist dies dquivalent zum Gleichungssystem
B()CO - AO (A?)
B()Cl + Blco = Al (AS)
ByCy + B1Cx—1 + -+ Bp_1C1 + BrCy = Ag (k> 2). (A.9)

Um das zu zeigen benutzen wir Induktion.

Wegen (A.5) ist (A.7) richtig. Angenommen k > 1 und By, ..., Br_1,Co,...,Cr_1
sind so konstruiert, dass (A.8) und (A.9) fiir Werte kleiner als k stimmen. Das
Polynom Z = A; bzw.

7 = Ak —Ble_l — —Bk_lCl (k? Z 2)

hat hochstens Grad p + g — 1, weil £ > 1 und Q(z, z) normiert ist.

Also gibt es nach Lemma 1 X = C},Y = B, € C[z] mit Grad X < ¢ — 1 und
Grad Y < p—1, so dass (A.8) und (A.9) zutreffen. Dies beendet den Induktionsbe-
weis und es bleibt die Konvergenz zu priifen.

Nun ist Q(z, z) = Ag + A1z + ... € R[z|. Es folgt, dass es ein a > 0 mit
1Akl < a* (k > 1)
gibt. Lemma 1 liefert nun

M, < c||Z||
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fiir My, = max {||Byl|, | Cull}. Auch gilt [|Z] = [|A,]| bzw.

IZ1 < Al + 0 (I Bull - [[Craall + - + [[Beall - 1Al (B =2)

mit b = min{p, ¢}. Es folgt, dass M; < ca und

My < ca® + b (MyMy_q + -+ + M1 M) (k>2).

Eine einfache Induktion zeigt, dass 0 < M}, < ug, mit ug wie in Lemma 2, gilt. Weil

S upz® in R liegt, folgt dass Y M;2* in R liegt. Also liegen > Bz und > Cj2*
k=1 k=1 k=1 k=1
in R[z] und dies impliziert das Gleiche fiir ®(x, z) und ¥(z, z). Der Beweis ist somit

beendet.
| |

Wir kénnen nun wie in van der Waerdens Beweis [10] das Hauptresultat der Puiseux-
Erweiterungen herleiten.

Der Quotientenkorper K von R besteht bekannterweise aus allen Laurent-Reihen in
z, welche mindestens endlich viele negative Potenzen enthalten und fiir geniigend
kleine |z| > 0 konvergent sind. Wenn wir formal z durch z¢ ersetzen, fiir ein ¢ > 1
in Z, erhalten wir einen neuen Koérper K.. Die Vereinigung L von allen Kérpern
K. (e > 1) ist ebenfalls ein Korper.

Satz (Puiseux)

Der Koérper L ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis

Es reicht zu iiberpriifen, dass fiir jedes
Qz,2) ="+ 42"+ +Q, € K[7]

ein w € L mit Q(w, z) = 0 existiert. Dann kénnen wir z im allgemeinen Polynom
in L]z| durch ein 2¢ (e > 1) ersetzen, indem wir bemerken, dass L unter der umge-
kehrten Operation abgeschlossen ist.

Die Argumentation erfolgt durch Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist klar, also
konnen wir n > 2 annehmen. Indem wir x durch z — %Ql ersetzen, konnen wir
vorraussetzen, dass (2; = 0 ist. Im Allgemeinen, wenn €2; # 0 ist, setzen wir voraus,
dass

mit a; # 0 in C und m; € 7Z sei. Ist €); = 0 fiir jedes i, so ist das Resultat mit w =0
offensichtlich, ansonsten nehmen wir an, dass p der kleinste Quotient %+ mit €2; # 0
ist. Wir definieren durch 2 = Zz* eine neue Variable Z und erhalten
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2ROz, 2) = 3 4 D (2)i" 2 4 - 4 Qu(2) (A.10)
mit Q;(z) = 0 baw. .
Ql(Z) = aizmi_”i + ...
Weil im letzteren Fall m; > pi gilt, ist klar dass jedes QZ(Z) eC Hzéﬂ fiireine > 1

in Z ist (zum Beispiel fiir den Nenner von p).

Wenden wir Lemma 3 auf

Q(7,2) = 3" + Qu(Z9)3" 2 + -+ + Q,(29) (A.11)
an. Die Koeffizienten sind im Ring R der konvergenten Potenzreihen in C[[2]]. Und

Q(7,0) = " + Q9(0)Z" 2 + - - + 0, (0).

Es gibt aber ¢ mit p = "¢ und fiir diesen Wert gilt Q:(0) = a; # 0. Also ist Q(z,0)
ungleich " und ebenfalls ungleich (Z — @)™ fiir ein a # 0, weil der Koeffizient von
=1 Null ist. Also hat Q(&,0) wie in (A.5) eine Faktorisation in teilerfremde, nicht-
konstante Polynome in C[Z].

Lemma 3 liefert deshalb eine Faktorisation (A.6) von (&, %) in R[#] in Faktoren
mit kleinerem Grad. Die Induktionsannahme ergibt & mit Q(&,2) = 0. Wenn wir
% durch z+ ersetzen, erhalten wir via (A.10) und (A.11) das bendtigte w € L mit
Q(w, z) = 0. Dies beendet den Beweis.

"
Nun kénnen wir die Version aus Kapitel 1 herleiten. Sei F(z,t) € Clz,t] mit
Grad,F' = n und Grad,F = r. Dann ist 2"F (z,1) = Q(z,2) € Clz, 2] = C[2][z] C
L[z]. Q(z, z) zerfillt deshalb in

Az, 2) =Alx —wy) -+ (z — wy)
mit A # 0 in C[z] und wy,...,w, € L.
Nehmen wir nun an, dass 7 # 0 in C so gross ist, dass wy,...,w, in 2 = % konver-

gieren. Wir schliessen

) = 7o (e )

el a @) (=)

Nun sei £ € C eine beliebige Losung von F'(§,7) = 0. Wenn 7 auch so gross ist, dass
A (%) # 0 ist, beenden wir den Beweis, indem wir x = ¢ setzen und £ = wj (%) fiir
ein ¢ (1 < i < n) schliessen. Diese Werte haben dann die benétigte Form.
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Beispiel

Sei F(x,t) = 2* — z — ¢. Dann ist Q(z,2) = 2* — 2 — 1 im Beweis des Satzes von
Puiseux. Also ist 2; = € = 0 und

1
Qg == —1 Q4 = — =
z
mit m3 = 0 und my = —1. Somit ist u = —}l und wir konnen e = 4 nehmen.

o

Also sind = = fz_i, Z = z1 und
Q(7,2) = 2Qx,2) =3 — 27 — 1.

Deshalb kann Q(%,0) = i* — 1 zum Beispiel in ( — 1)Q() faktorisiert werden.
Hensels Lemma ergibt dann Q(z, 2) = ®(z, 2)¥(Z, 2) mit

(z,2)=72—w wE)=1+...€C]Z]
Wir Q(w, 2) = 0 mit
w(z) = PRt (zi) =24

im Korper ky. Deshalb ist F'(¢1,t) = 0 mit

Auf die gleiche Weise fiihren die Faktoren & — i,  + 1, & + 4, #* — 1 zu den Folgen

oo(t) = iti+...
os(t) = —ti4...
oi(t) = —iti+...
und schliesslich zu einer kompletten Faktorisierung

t—r—t= (2 — o1)( — p2)(z — @3)(T — 4).
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